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Abstract: Teaching of mathematics in the context of information and communication technologies
requires not only the innovation of traditional teaching methods, but also spurred the creation of
new teaching practices. The contribution clarifies the principle of virtual spatial manipulation, as
an important teaching method aimed at promoting development of spatial imagination. An
overview of mathematics and geometry software suitable for solving of spatial problems gives their
short characteristics together with suggestions for use. Usefulness of the use of virtual methods of
spatial manipulation is illustrated by solving a simple spatial problem in the Cabri 3D
environment.
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METODA VIRTUALNEJ PRIESTOROVEJ MANIPULACIE VO VYUCOVANI
MATEMATIKY

Abstrakt: Vyucovanie matematiky v prostredi informacnych a komunikacnych technologii si
vyzaduje nielen inovaciu tradicnych vyucovacich metdd, ale podnietilo aj vznik novych
didaktickych postupov. Prispevok objastiuje princip virtudlnej priestorovej manipuldcie, ako
dolezitej didaktickej metody zameranej na podporu rozvoja priestorovej predstavivosti. V prehlade
vhodnych  matematicko-geometrickych  programovych produktov —urcenych na riesenie
stereometrickych uloh je uvedend ich kratka charakteristika spolu s nametmi na vyuZitie.
Uzitoc¢nost' vyuzitia metody priestorovej virtudlnej manipulacie je ilustrovana na rieSeni
Jjednoduchej stereometrickej ulohy v prostredi Cabri 3D.

Krlucové slova: dynamika, geometria, interaktivita, manipuldcia, priestorova situdcia,
stereometria, virtudlna manipuldcia.

Uvod Délezitou sucast’ou stereometrického vzdelania

O uzitoénosti manipulaénych aktivit vo Je nau€it’ Ziakov manipulovat s priestorovymi
vyuovani matematiky pojednavaju vo svojich ~objektmi v mySlienkach ~a  predstavach.
pracach viaceri autori. Najmd voblasti Podobne, ako ked sa dieta uci zakladnym
rozvijania predstav o priestorovych telesach su ~ manipulaciam s roznymi detskymi
cielavedomé manipuldcie s trojrozmernymi ~ stavebnicami a prechadza pri tejto Cinnosti
objektmi ddlezitou suastou optimalizicie TrOznymi stupfiami poznania, je potrebne
didaktickych postupov. Napriek skuto¢nosti, ze ~ postupne budovat’ arozvijat aj zakladn¢
o dolezitosti rozvoja geometrickych poznatkov ~ poznatky o stereometrii v SirSom zmysle slova.
nikto nepochybuje, zvysledkov roznych Na ceste od manipuldcie s telesami az po
prieskumov vyplyva, Ze vuvedenej oblasti korektni abstraktni predstavu omnich je
vyuéby su znaéné rezervy anedostatky. potrebné postupne zarad'ovat’ réznorod¢ ulohy
K zdkladnym ciefom vyuGovania &kolskej @ cvienia, aby skuasenosti s priestorovymi
stereometric podla viacerych autorov patri Jjavmi bolo ¢o najviac.

schopnost’: Jedna z didaktickych metdd, ktord nadvizuje

e zachytit' priestorovi situdciu vrovinnom na manipuldciu s modelmi telies a Gcinne
obrazku, podporuje rozvoj priestorovej predstavivosti je

e vidiet rovinny obrazok priestorovo, ,virtudlna manipulécia®“ s trojrozmernymi

e vediet zobrazit zakladné typy telies, ich ~objektmi v prostredi pocitaovych
rovinné rezy a siete. programovych produktov.

33



ITIE
B

Journal of Technology and Information Education
Casopis pro technickou a informacni vychovu

3/2009, Volume 1, Issue 2

ISSN 1803-537X http://jtie.upol.cz

Obr. 1: Reprezentdcia gule, valca a ich
spolocného prieniku v Cabri Il Plus.

Poznavanie niektorych vlastnosti
priestorovych telies napr. na monitore pocitaca,
pripadne na interaktivnej tabuli, je uZzitocné
najmd  z pohladu Castych  problémov
vyplyvajicich  znedostatocnej geometricke;j
gramotnosti  ziaka v oblasti  zobrazenia
trojrozmernych objektov do rovinného obrazu.
Schopnost’  vidiet ~ zobrazované  telesa
trojrozmerne je v Specidlnych elektronickych
vyucbovych prostrediach podporena vdaka
vizualizacnym moznostiam vypoctovej
a zobrazovacej techniky.

=&

Obr. 2: 3D konstrukcia rezu na rotacnej
kuzelovej ploche v systéme C.a.R.
http://mathsrv.kueichstaett.de/MGF/homes/grot
hman/java/zirkel/doc _en/Demos/index.html.
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V sucasnosti  mozno  pri  vyucovani
stereometrie vyuzit, okrem uZz spominanych
prostredi dynamickej geometrie Cabri II Plus
(obr. 1) a Compass and Ruler (obr. 2), aj rézne
$pecializované programy uréené na vyucbu
niektorych  Casti  stereometrického  uciva.
Z hladiska nacrtnutej problematiky sa javi ako
vynimoc¢ne vhodny vSeobecnejsi dynamicky
softvér urCeny na rieSenie uloh priestorovej
geometrie s nazvom Cabri 3D, pripadne uzsie
Specializovany programovy produkt s ndzvom
Poly Pro (obr. 3). Pre konkrétnejSiu predstavu
o potenciali spominanych programov ao ich
didaktickom wvyuziti sa pokusime obidva
produkty v kratkosti charakterizovat, najméi
v kontexte ich vyuzitia vo  vyucovani
matematickych tém o geometrickych telesach.

Poly Pro — virtudlne skimanie mnohostenov
a ich vlastnosti

Softvér s nazvom Poly Pro (obr. 3, obr. 4) je
prikladom S$pecializovaného, pomerne
vydareného, programového produktu urc¢eného
na skumanie vlastnosti Specidalnych typov
mnohostenov. Je dostupny na www.peda.com
apatri do kategoérie tzv. shareware, co
umoznuje bezplatné vyskusanie, Casovo
anajmd rozsahovo obmedzené pouZivanie.
Softvér umoziuje uzivatelovi sledovat’ rozne
pohlady na zvolené Specidlne telesa
v nazornom zobrazeni. V ponuke programu su
zobrazenia tychto typov telies: Platonove telesa,
Archimedove telesa, hranoly a antihranoly,
Johnsonove telesd, delta¢dry, Katalanske telesa,
dipyramidy a geodetické gulovité kupoly.
O moznostiach programu a jeho didaktickom
vyuziti vo vyuCovani matematiky podrobne
informuje O. Zidek (2007), ktory hodnoti
program zviacerych hladisk. V strucnosti
preberame: ,,Telesa sa mozu skimat’ z hl'adiska
konvexity, a taktiez z hl'adiska poctu vrcholov,
stien a hran. Z hl'adiska obsahovej didaktiky je
program zaujimavy zpohladu klasifikacie
a triedenia telies. Napokon treba zdoraznit’, ze
vnimanie pohladov na telesa prostrednictvom
monitoru je, na rozdiel od vnimania
konkrétnych modelov telies, d’al$im stupiiom
rozvoja abstrakcie® (O. Zidek, str. 208, 2007).
K vyhodam pripravy uloh a zadani v prostredi
programu Poly Pro autor prispevku zarad’uje
nasledujuce vlastnosti:

,animdcia  zobrazeni telies umoznuje
flexibilitu v individualnom zadani dalSich
uloh pre jednotlivych ziakov (napr. pri
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zobrazovani  dualnych telies k danym

telesam);
o finalne grafické produkty su spravidla vel'mi
esteticke, ¢o riesitel’a vedomostne

uspokojuje a povzbudzuje;

e rieSenie vyzaduje minimalnu znalost teorie
zvolného  rovnobezného  premietania
(vyuzivaju sa invarianty: incidencia,
rovnobeznost’ a podielovy pomer);

e da sa pohodlne zoznamit so Specialnymi
skupinami  telies, ktoré sa v tradinej
Skolskej matematike nevyskytovali pre
narocnost’ ich zobrazeni.*

rﬂ Dodecahedron E]@
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Obr. 3: Poly Pro, verzia 1.11, dostupné na
www.peda.com.

Blizsia zmienka o programe a jeho ponuke
nie je potrebna, pretoze je zrozumitelny, lahko
ovladatelny, a aj l'ahko dostupny. Cenné su
vSak informacie o skiisenostiach z vyuzivania
anametoch aktivit, ktoré sa daju vyuzit' ako
geometrické cvicenia:

1. ,,Rozhodni o viditel'nosti hran

jednotlivych telies (to program niekedy
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neurobi). Zvolenu viditeI'nost’ je mozné
zvyraznit’ vyfarbenim stien.

2. Z predtlace vrcholov telesa zostroj
zobrazenie jeho hran (stien) vratane
zvolenej viditelnosti.

3. Vpredtla¢i zobrazenia ,viditelnych*
hran telesa narysuj (Ciarkovane)
,heviditelné* hrany (steny).

4. Vpredtlaéi neuplného znazornenia
vrcholov  (hran) narysyj  dalSie,
s vyuzitim poznatkov o rovnobeznom
premietani.

5. Rysuj do predtlace znazorneného telesa
dalsie objekty (O. Zidek, str. 208,
2007).

Obr. 4: Vizualizacia tvorby siete kocky
v programe Poly Pro, sledovanie prechodu
z roviny do priestoru a naopak, priprava
metodického materidlu.

Z d’alsich didaktickych benefitov vyberame:

e Objavnym sposobom mozZno
prezentovat’ princip duality medzi
telesami (kocka — osemsten, dvanast’sten
— dvadsatsten, atd’.). K rieSeniu postaci
schopnost’ najst’ stred steny telesa
atento povazovat za vrchol nového
telesa. Zatial' ¢o cvicenie na kocke je
z konsStruk¢éného hladiska jednoduché,
cviCenie na d’alSich telesach by bolo bez
ponukanej technologie vel'mi narocné.

e Pri sktimani polopravidelnych
mnohostenov  (Archimedovské telesd)
mozno vyuzit princip ,,obsekdvania“
vrcholov na pravidelnych mnohostenoch
(Platonovych telesach).
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e Pomerne l'ahko sa daji kombinovanym
spdsobom zobrazit’ niektoré
hviezdicovité telesa (stella octangula)
i dalsie.

Z technického hladiska je zaujimava
skutocnost’, ze je mozné exportovat’ otacajuce
sa mnohosteny v tvare animovanych suborov
typu *.gif.

Cabri 3D platforma rieSenie

stereometrickych uloh

na

VseobecnejSim programom uréenym na
rieSenie stereometrickych uloh v Euklidovskom
priestore E® je Cabri 3D vyvijand timom
Cabrilog. Podobne, ako program Cabri II Plus,
mozno charakterizovat’ aj jeho priestorovy
variant  ako interaktivny ~ geometricky
dynamicky systém, ktory ponika nastroje na
rieSenie geometrickych tloh v priestore. O jeho
zékladnych vlastnostiach sa Ccitatel mobze
dozvediet z domovskej internetovej stranky
(www.cabri.com), dalej z vedeckych
arecenznych prac J. Vanicka (2005)
a didaktické skusenosti na Slovensku postupne
zverejiiuje D. Vallo (2005, 2007).

N

L]

Obr. 5: Platonske telesa v Cabri 3D.

Avsak aj bez hlbsieho studia spominanych
prac mozno konStatovat, ze uz prvé tri
privlastky uvedeného softvéru: interaktivny,
geometricky a dynamicky program
konkretizuji a vypovedaji o jeho atribatoch.
Prostredie programu Cabri 3D je intuitivne
a ponuka konstrukénych néstrojov nie je velka.
Napriek tomu funkcionalita programu je
dostatocna pre potreby Skolskej geometrie
nielen zobsahovej stranky, ale najmi
z hl'adiska inovaénych didaktickych pristupov.
Ak by sme chceli podrobit ponuku
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Obr. 6: Postupné ,,otvdranie " telies az do siete
v Cabri 3D.

a vlastnosti Cabri 3D naro¢nym klasifikacnym
kritéridm, ktoré maju charakterizovat celé
stereometrické ucivo z obsahovej stranky, treba
konstatovat, Ze v programe najdeme nastroje
na:
e Rozvoj priestorovej predstavivosti.
¢ jednoduché konstrukcie zobrazeni telies
(Stvorsten, kvader, hranol, ihlan, konvexny
mnohosten, vratane platonskych telies —
obr. 5)
e tvorba sieti uvedenych telies (obr. 6)
e tvorba interaktivnych rezov telies

e moznost’ zobrazenia dynamickej
manipulacie s telesami (skimanie
zroznych zornych uhlov, odvalovanie

a rozbal'ovanie telies, otaCanie),

Vyuzivanie kalkulativnej stereometrie.

e moznost merania vzdialenosti, dizok,
obvodov, obsahov, objemov a povrchov,
velkosti uhlov, zavedenie sturadnicového
systému, vyuZzivanie rovnic pri rieSeni
stereometrickych tloh,

Prehlbenie vedomosti

Stereometrie.

e nastroje na vyuZivanie priestorovych
transformacii (stredova sumernost, osova

z teoretickej

sumernost’, rovinova sumernost’,
posunutie, otocenie, rovnol’ahlost’,
inverzia).

So zostrojenymi priestorovymi Utvarmi

v Cabri 3D mozno manipulovat’, prispésobovat’
ich vzhlad, animovat’ ich a zanechavat' stopu
zvolenych ~ pohybujucich  sa  objektov.
K tradi¢énym nastrojom dynamickych geometrii
patri moznost’ prehravania konstrukcie krok po
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kroku. K najdélezitejSim prednostiam moézeme
zaradit' jednoduchy webovy export, ¢im sa
otvarajil moznosti pripravy on-line vyucbovych
materialov a dynamickych obrazkov
vyuzitel'nych v réznych elektronickych
didaktickych dokumentoch.

V priamej vyucbe systém moze sluzit’ ako:
nastroj virtudalneho rysovania (virtualny
vykres, virtualne pravitko a kruzidlo),
nastroj na prezeranie hotovych konstrukcii,
ich  skimanie, experimentovanie s nimi
vratane d’alSich manipulacii,

demonstracny nastroj (doplnok vykladu,
zobrazovacia pomocka napr. pre diskusiu),
nastroj  na rozvijanie  priestorovej
predstavivosti a jej overovanie.

Jednu zalternativ didaktického vyuzitia
softvéru Cabri 3D wuvedieme pri rieSeni
nasledujtcej tlohy.

Uloha o nepriehPadnej kocke

Misko si zdovolenky priniesol S$pecialnu
kocku zlepent z 6smich kociek — Styri su biele
priechladné a Styri Cierne neprichladné. Kocky
si ulozené tak, aby sa cez kocku nedalo vidiet’
ani zhora dole, ani spredu dozadu, ani zlava
doprava (obr. 7). Fero si chce urobit’ tiez tak
nepriehl'adnu kocku, ale vacsiu — z 27 kociek.
V obchode zistil, ze =za jednu ciernu
nepriehladnt kocku zaplati az 20 korun, zatial
¢o za bielu priehl'adnt len 8 korin. Najmene;j
kolko kortin ho bude stat’ velka kocka, ak za
lepidlo zaplati 40 korun?

Obr. 7: llustracny obrazek.

Autorské riesenie:

,Kedze Fero chce za velku kocku zaplatit’
¢o najmenej korun, musi kuapit ¢o najmenej
nepriehladnych c¢iernych kociek, lebo su
drahsie ako priehladné biele. Najprv zistime,
najmenej kolko ciernych kociek musi kupit
a ako ich musi umiestnit’, aby cela velka kocka
bola nepriehladna. Velka kocka ma byt z27
kociek, preto bude mat’ rozmery 3x3x3. Aby
nebolo vidiet spredu dozadu, musia byt na
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kazdom poschodi najmenej 3 kocky (v kazdom
»predozadnom* rade po jednej). Tieto by mali
byt umiestnené tak, aby sucasne zabranovali
pohladu zhora dole (teda aby v kazdom
z deviatich stipcov bola jedna kocka) a su¢asne
aby zabranovali pohladu zlava doprava. Fero
musi kapit’ 9 ¢iernych nepriehladnych kociek,
za ktoré zaplati 9.20 = 180 korun. Zvysnych 27-
9=18 kociek bude bielych priehl'adnych
a zaplati za ne 18.8=144 kortn. Spolu
s lepidlom za 40 korun zaplati Fero
180+144+40=364 korun. Velkd kocka ho bude
stat' najmenej 364 korun.”

Komentar:

Otazka v uvedenej ulohe je formulovana tak,
7ze predznamenava jednoduchy numericky
vypocet, ktory vSak netvori jadro problému.
Uloha sa  charakterovo  redukuje na
stereometrickq, a len jej Uspesné rieSenie moze
byt zékladom zdarného ukoncenia rieSenia
ulohy. Hlada sa odpoved’ na otdzku: Zistite
najmenej kolko Cciernych - nepriehladnych
kociek potrebujeme a ako ich rozmiestnime, aby
cela vel'ka kocka bola nepriehladna.

V zadani ulohy je dietatu predlozeny
ilustraény obrazok kocky, ktora si priniesol
z dovolenky Migko. Uloha je teda uréena pre
ziakov, uktorych sa predpokladda schopnost
korektnej interpretacie ilustracného obrazka,
pripadne textovej formulacie ulohy. Pre
rieSitel'a by nemal byt problém velka kocku
srozmermi 2x2x2 poskladat z poskytnutych
kociek dvoch farieb. Je zrejmé, Ze poskladat’
kocku tak, aby sme overili jej priehl'adnost’, ¢i
nepriehl'adnost’ z pohl'adov zhora dole, spredu
dozadu aaj zlava doprava je problematické
vzhladom na vyber materidlu priehl'adnych
kociek. Ak by sme priehl'adné kocky ignorovali
askusili pouzit len CcCierne, stavba nie je
kompaktnd, a teda sa neda poskladat’. Takze uz
aj vo faze interpretacie ulohy musi byt ziak
schopny istej abstrakcie, ¢i je to v praci
s konkrétnym dvojfarebnym modelom, alebo
v myslienkove;j manipulacii s kockou
s rozmermi 2x2x2. Po zvacseni kocky na 3x3x3
sa vyznam pouzitia konkrétnych kociek
v dvoch farebnych prevedeniach prinajmenSom
znizuje, pretoze predstava  jednotlivych
horizontalnych a vertikalnych vrstiev velkej
kocky z hl'adiska ich priehl'adnosti je naroc¢na,
nie vSak vylacena. Pre ziakov, u ktorych
abstrak¢éna uroven este nedosiahla manipulaciu
v myslienkach, mo6ze byt vyuzitie vhodného
softvéru prospesnym nastrojom na
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spredmetnenie. Platforma Cabri 3D sa ponuka
nielen v demonstra¢nej rovine (uéitel’ pripravi
modely v prostredi Cabri 3D apredvedie
dynamické zmeny v zavislosti od zmeny
zorného uhla pohladu), ale najmd v moZnosti
individualneho skladania kocky samotnym
rieSitefom postupnym priddvanim mensich
kociek.

Obr. 8: Skladanie velkej kocky postupne po
horizontalnych vrstvach s nastavovanim
priehladnosti.

Kedze dynamickd geometria pontka aj

moznost'”  nastavenia  istych  vizualnych
vlastnosti, je mozné definovat kocky ako
neprichladné. Ziak si moze zvolit rdzne
stratégie  skladania  virtudlnych  kociek,

a z didaktického hl'adiska je uzitocné vSimat’ si
zvolené postupy. Ak pominieme nahodnost’ v
skladani a nesystémovost’, v zasade si mozné
tri rieSitel'ské stratégie. Prvy strategicky postup
spodiva v postupnom  dopliiani  povodne;
Miskovej kocky typu 2x2x2 o d’alSie kocky az
po rozmer 3x3x3, pri¢om kazdej pridanej kocke
treba  nastavitt  atribit  farebnosti, i
priehladnosti. Druha stratégia je zalozena na
postaveni kocky 3x3x3 po jednotlivych
poschodiach (pripadne vertikalnych rezoch) od
uplne prvej kocky az po poslednu, taktiez
s nastavenim  prichladnej, alebo farebnej
vlastnosti kazdej kocky (obr. 8, obr. 9. obr. 10).
Tretia stratégia ja zaloZend na metdde farbenia
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kocky, t. j. ziak moéze mat pripravenu
bezfarebnl stavbu 3x3x3 (alebo si ju sam
zostroji) a nastavovanim atributu priehl'adnosti
pre kazda malt kocku postupne stavbu ,,farbi®.

Obr. 9: Ukoncena konstrukcia kocky.

Obr. 10: Jeden z pohladov na kocku —
verifikacia priehladnosti.

Vdaka moznosti ,zmeny stanovista
pozorovatel'a® v Cabri 3D je prikladanie kociek
jednoduché anazorné. Zmenit pohlad na
nakresiiu mozno pridrzanim pravého tlacidla
my$i ajej pohybom do pozadovaného smeru.
Tato prednost umoznuje ziakovi po zostaveni
velkej kocky overit jej mnepriehladnost’
a korigovat’ pripadné omyly vo svojich
hypotézach. Taktiez sa jednoduchou zmenou
pohladu zisti celkovy pocet pouzitych
nepriehladnych kociek, pricom konstrukciu
netreba rusit. Ak je rieSitel v predstavach
vyspelej$i vie nepriehladnych kociek. Na
pomoc menej vyspelému rieSitelovi moze
posluzit’ nastroj ,,prehravanie konstrukcie®.

Zaver

Pri rieSeni stereometrickych 1uloh vo
vSeobecnosti zavisi vyber metddy rieSenia
ota¢anim kocky zistit’ pocet pouzitych ulohy od
urovne  abstrakéného  stupfla  poznania
jednotlivca. Kym na najnizSom  stupni
v abstraktno-grada¢nej Struktire treba pocitat
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s tym, Ze pre dieta je nutné teleso si ohmatat,
pohrat sa snim, uvyspelého rieSitela (po
abstrakénom zdvihu) oc¢akavame, ze predstava
o skladbe jednotlivych kociek bude prebiehat’
Cisto myslienkovou manipuldciou. Medzi
uvedenymi  stupnami  zrelosti  rieSitel'a
stereometrickych 1loh je niekol’ko trovni,
ktorych prekonanie je podmienkou uspesnosti.

Domnievame sa, Ze¢ metéda virtualnej
priestorovej manipulacie v §pecialnych
programovych  prostrediach v kombindcii
s ostatnymi tradi¢nymi a osved¢enymi

metddami méze poskytnut’ dostatok skusenosti
apoznatkov ~ potrebnych na  zvladnutie
jednotlivych abstrakénych urovni.
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